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ABSTRACT. Let ܩ = (ܸ,ܧ) be a simple, finite and undirected graph with a 
vertex-set ܸ and edge-set ܧ.   A graceful labeling of a graph ܩ is an injective 
mapping	݂ from ܸ to {0, 1, 2, … , ݍ} such that there is an bijective mapping 
݂∗	(݁)	from ܧ to {0, 1, 2, … ,ݍ}  with ݂∗(݁) = 	 |	݂	(ݑ) − ݂	(ݒ)	|	. The graph which 
admits graceful labeling is called a gracefull graph. Duplication of a vertex ݒ௞ of 
graph G produces a new graph by adding a new vertex ݒ′௞ in such a way that 
ܰ(ݒ ′௞) = ܰ(ݒ௞). Duplication of an edge ݒ௜ݒ௜ାଵ of graph G produces a new graph 
by adding a new edge ݒ′௜ݒ′௜ାଵ in such a way that ܰ(ݒ′௜) = ܰ(ݒ௜) ∪ {ݒ′௜ାଵ} −{ݒ௜ାଵ} and (ݒ′௜ାଵ) = ܰ(ݒ௜ାଵ) ∪ {ݒ′௜} − {ݒ௜}. In this final project, we derive 
graceful labeling for duplication of an arbitary vertex in cycle ܥ௡, duplication of 
an arbitary edge in even cycle ܥ௡ and also the jointsum of two copies of cycle ܥ௡. 
From this final project, we know that graph with duplication of an arbitary vertex 
is graf graceful, then graph with duplication of an edge is graf graceful if ݊ even 
and also graph jointsum of two copies is graph graceful. 
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I. PENDAHULUAN 
Pelabelan graph merupakan salah satu topik dalam teori graph. Salah satu 
macam pelabelan graf yang mengalami perkembangan adalah pelabelan graceful. 
Secara historis, pelabelan graceful diperkenalkan pertama kali oleh Rosa [7] pada 
tahun 1967 dengan nama ߚ-valuation, sedangkan Golomb menyebut plabelan 
tersebut dengan pelabelan graceful.  
Beberapa kajian tentang pelabelan graceful telah banyak dibahas salah satunya 
tentang Some new graceful graphs oleh Vaidya, S.K. and Bijukumar, L [9].Selain 
itu pelabelan graceful  juga dapat dilabelkan pada graf duplikasi titik dan graf 
duplikasi sisi dari graf sikel ܥ௡	 serta jointsum dua copian dari graf sikel ܥ௡	  
dengan menggabungkan titik copian pertama dengan titik copian kedua dengan 
sebuah path. Pada tulisan ini, dikaji pelabelan graceful yang dipaparkan oleh [9]. 
 
II. HASIL DAN PEMBAHASAN 
Definisi 2.1. [9] Diberikan titik ݒ௞ dari graf ܩ. Sebuah graf baru ܩ஽ adalah graf 
hasil penduplikasian yang diperoleh dengan menduplikasikan titik ݒ௞ pada graf ܩ 
dengan menambahkan titik ݒ′௞ dengan ܰ(ݒ ′௞) = ܰ(ݒ௞).  
Definisi 2.2. [9] Diberikan titik ݒ௞ dari graf ܩ. Sebuah graf baru ܩ஽ adalah graf 
yang diperoleh dari penduplikasian dari sisi ݒ௜ݒ௜ାଵ pada graf G dengan 
menambahkan sisi baru ݒ′௜ݒ′௜ାଵ dengan ܰ(ݒ′௜) = ܰ(ݒ௜) ∪ {ݒ′௜ାଵ} − {ݒ௜ାଵ} dan (ݒ′௜ାଵ) = ܰ(ݒ௜ାଵ) ∪ {ݒ′௜} − {ݒ௜} .  
Definisi 2.3. [9] Dengan memperhatikan dua copian dari ࡯࢔, Graf Jointsum dari 
࡯࢔ adalah graf yang diperoleh dengan menghubungkan titik dari copian satu ke 
titik copian dua dengan menambahkan sisi baru. 
Teorema 2.2.1 [ 9 ] 
Graf hasil duplikasi sebarang titik dari graf sikel ܥ௡  merupakan graf graceful. 
Bukti : 
Diberikan ݒଵ,ݒଶ, . . . ,ݒ௡ adalah titik-titik dari graf sikel ܥ௡ 	dan graf ܩ஽ adalah graf 
yang diperoleh dari menduplikasikan sebarang titik dari graf sikel ܥ௡. Misalkan 
diduplikasikan titik ݒ௞ maka terdapat penambahan titik baru yaitu ݒ′௞. 
Pembuktian teorema tersebut dibagi menjadi 7 kasus sebagai berikut : 
Kasus 1: jika ݊	 ≡ 	0	(݉݋݀4); 	݊ = 8 
݂	(ݒ′௞)  = 	0    ܃ܖܜܝܓ	૚ ≤ ࢑ ≤ ࢔
૛
− ૚    ݑ݊ݐݑ݇	1 ≤ ݅ ≤ ݇ 
  			݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ି(௞ି௜)ଶ ቁ + ቀ௜ି(௞ିଶ)ଶ ቁ൰, untuk i ganjil 
     = (݊ + 2) − ൬(݊ − ݇ + ݅) − ቀ௜ିଶ
ଶ
ቁ൰ , untuk i genap 
              ݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬(݊ − ݇) + ቀ௜ାଵଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = 	 (݊ + 2) − ൬(݊ − ݇) − ቀ௜
ଶ
ቁ൰ , untuk i genap 
    ܷ݊ݐݑ݇	݇ + 1 ≤ 	݅	 ≤ 	 ௡
ଶ
	+ 	(݇ + 1) 
              ݂	(ݒ௜)	   = ݊ + 2	– (	௜ି(௞ାଵ)ଶ 	)  , jika k ganjil dan i genap atau 
           , jika k genap dan i ganjil 
 =	௜ି௞
ଶ
        , jika k ganjil dan i ganjil atau 
         , jika k genap dan i genap 
 		ܷ݊ݐݑ݇			݇ + 1 ≤ 	݅	 ≤ 	௡
ଶ
	+ 	(݇ + 1)           
 ݂	(ݒ௜)	  = (	݊ + 2) – (	(௜ି௞)ଶ 	)        , jika k genap dan i genap atau 
           , jika k ganjil dan i ganjil 
   =  ௜ି(௞ାଵ)
ଶ
        , jika k ganjil dan i genap 
 ܃ܖܜܝܓ	 ࢔
૛
≤ ࢑ ≤ ࢔     ݑ݊ݐݑ݇	1 ≤ ݅ ≤ ݇ − 3 
  			݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞ାଵଶ ቁ − ቀ௜ିଷଶ ቁ൰, untuk i ganjil 
     = (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ି௞)ାଵ
ଶ
ቁ + ቀ௜ିଶ
ଶ
ቁ൰ , untuk i genap 
              ݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ି௞ଶ ቁ + ቀ௜ିଵଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞
ଶ
ቁ − ቀ
௜ିସ
ଶ
ቁ൰ , untuk i genap 
    ܷ݊ݐݑ݇	݇ − 2 ≤ 	݅	 ≤ 	݇ 
 			݂	൫ݒ௜ୀ௞ିଶ,௞൯   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ି௞)ା௜ଶ ቁ + ቀ௜ି(௞ିଶ)ଶ ቁ൰ 
  			݂	(ݒ௜ୀ௞ିଵ)   = (݊ + 2) − ൫(݊ − ݇ + ݅) − (݅ − (݇ − 1))൯  
k ganjil 
k genap 
k ganjil 
k genap 
    ܷ݊ݐݑ݇	݇ + 1 ≤ 	݅	 ≤ 	݊ 
              ݂	(ݒ௜)	  = ݊ + 2	– (	௜ି(௞ାଵ)ଶ 	)  , jika k ganjil dan i genap 
           , jika k genap dan i ganjil 
 =	௜ି௞
ଶ
        , jika k ganjil dan i ganjil 
         , jika k genap dan i genap 
Kasus 2: Jika ݊	 ≡ 	0	(݉݋݀4); 	݊		 ≠ 	4, ݊	 ≠ 8 
   ݂	(ݒ′௞)  = 	0    ܃ܖܜܝܓ	૚ ≤ ࢑ ≤ ࢔ି૛
૛
                  untuk	1 ≤ ݅ ≤ ݇ 
  			݂	(ݒ௜)   = 	 ௡ଶ + ൬௞ାଵଶ − ቀ௜ିଵଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = 	௡
ଶ
− ൬
௞ିଵ
ଶ
− ቀ
௜ିଶ
ଶ
ቁ൰ , untuk i genap 
  Untuk ݇ = ௡ିଶ
ଶ
 ݂	(ݒ௜ୀଵ)   = (௡ଶ + 1) + ൬௞ାଵଶ − ቀ௜ିଵଶ ቁ൰ 
              ݂	(ݒ௜)   = 	 ௡ଶ − ൬௞ଶ − ቀ௜ିଵଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = 	௡
ଶ
+ ൬௞
ଶ
− ቀ
௜ିଶ
ଶ
ቁ൰ , untuk i genap 
    Untuk	݇ + 1 ≤ 	݅	 ≤ ௡
ଶ
+ ݇ + 1 
              ݂	(ݒ௜)	  = ݊ + 2	– (	௜ି(௞ାଵ)ଶ 	)  , jika k ganjil dan i genap atau 
           , jika k genap dan i ganjil 
 =	௜ି௞
ଶ
        , jika k ganjil dan i ganjil atau 
         , jika k genap dan i genap atau 
 ݂	(ݒ௜)   = ݊ + 2 − (	௜ି௞ଶ )                      , untuk i = ௡ଶ + ݇ + 2 
 		Untuk		 ௡
ଶ
+ ݇ + 3 ≤ 	݅	 ≤ 	݊	 
              ݂	(ݒ௜)	  = (	݊ + 2) – (	௜ା(ଶି௞)ଶ 	)    , jika k ganjil dan i ganjil atau 
                  , jika k genap dan i genap 
                           =  ௜ି(௞ାଵ)
ଶ
   , jika k ganjil dan i genap atau 
           , jika k genap dan i ganjil 
  ܃ܖܜܝܓ	 ࢔
૛
≤ ࢑ ≤ ࢔                  untuk	1 ≤ ݅ ≤ ݇ − ௡ିଶ
ଶ
 
  			݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞ାଵଶ ቁ − ቀ௜ିଷଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ି௞)ାଵ
ଶ
ቁ + ቀ௜ିଶ
ଶ
ቁ൰, untuk i genap 
               ݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ି௞ଶ ቁ + ቀ௜ିଵଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞
ଶ
ቁ − ቀ
௜ିସ
ଶ
ቁ൰ , untuk i genap 
               Untuk	݅ = ቀ݇ − ௡ିଶ
ଶ
ቁ + 1	, ݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ − ݇) + (݅ + 2) 
    Untuk	 ቀ݇ − ௡ିଶ
ଶ
ቁ + 2 ≤ 	݅	 ≤ 	݇ 
              ݂	(ݒ௜)	  = (݊ + 2) − ൬(݊ − ݇) + (݇ − 2) − ቀ௜ି(௞ିଷ)ଶ ቁ൰, untuk i ganjil 
     =	(݊ + 2)− ቆ(݊ − ݇) + ൬(݅ − 4) − ቀ௜ି(௞ିଶ)
ଶ
ቁ൰ቇ, untuk i genap      
 		Untuk		݇ + 1	 ≤ 	݅	 ≤ 	݊	 
k ganjil 
k genap 
k ganjil 
k genap 
              ݂	(ݒ௜)	  = (	݊ + 2) – (	௜ି(௞ାଵ)ଶ 	)    , jika k ganjil dan i genap atau 
                  , jika k genap dan i ganjil 
                           =  ௜ି௞
ଶ
   , jika k ganjil dan i ganjil atau 
           , jika k genap dan i genap 
Kasus 3. Jika ݊	 = 	4, untuk pelabelan graceful pada graf ܥସ	 .tidak mengacu pada 
aturan pelabelan graceful manapun dan berdiri sendiri seperti ditunjukkan pada 
Gambar 1. 
 
 
 
 
 
 
Gambar 1. Pelabelan graceful pada graf duplikasi titik dari graf ܥସ	 
Kasus 4. Jika ݊	 ≡ 	1	(݉݋݀4) 
݂	(ݒ′௞)  = 	0    ࢛࢔࢚࢛࢑	૚ ≤ ࢑ ≤ ࢔ା૚
૛
                  ݑ݊ݐݑ݇	1 ≤ ݅ ≤ ݇ 
  			݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ି௞)ାଵଶ ቁ + ቀ௜ିଵଶ ቁ൰ , untuk i genap 
     = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞
ଶ
ቁ − ቀ
௜ିଷ
ଶ
ቁ൰ , untuk i ganjil 
              ݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ି௞)ାଵଶ ቁ + ቀ௜ିଵଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞ାଵ
ଶ
ቁ − ቀ
௜ିଶ
ଶ
ቁ൰ , untuk i genap 
    ܷ݊ݐݑ݇	݇ + 1 ≤ 	݅	 ≤ ቀ௡ାଵ
ଶ
ቁ + (݇ − 1) 
              ݂	(ݒ௜)	  = ݊ + 2	– (	௜ି(௞ାଵ)ଶ 	)  , jika k ganjil dan i genap atau 
           , jika k genap dan i ganjil 
 =	௜ି௞
ଶ
        , jika k ganjil dan i ganjil atau 
         , jika k genap dan i genap 
 		ܷ݊ݐݑ݇		 ቀ௡ାଷ
ଶ
ቁ + ݇ − 1 ≤ 	݅	 ≤ 	݊	 
              ݂	(ݒ௜)	  = (	݊ + 2) – (	௜ି௞)ଶ 	)    , jika k ganjil dan i ganjil atau 
                  , jika k genap dan i genap 
                           =  ௜ି(௞ିଵ)
ଶ
   , jika k ganjil dan i genap atau 
           , jika k genap dan i ganjil 
  ࢛࢔࢚࢛࢑	 ࢔ା૜
૛
≤ ࢑ ≤ ࢔                  ݑ݊ݐݑ݇	1 ≤ ݅ ≤ ݇ − ௡ାଵ
ଶ
 
  			݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ି௞ା௜)ିଵଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ା௞)ି(௜ିଶ)
ଶ
ቁ൰, untuk i genap 
               ݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞ାଵଶ ቁ − ቀ௜ିଷଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
k ganjil 
k genap 
k ganjil 
k genap 
     = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ି௞ାଵ
ଶ
ቁ + ቀ௜ିଶ
ଶ
ቁ൰ , untuk i genap 
              ܷ݊ݐݑ݇	 ቀ݇ + 1 − ௡ାଵ
ଶ
ቁ ≤ 	݅	 ≤ 	݇ 
              ݂	(ݒ௜)	  = (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞ାଵଶ ቁ − ቀ௜ିଶଶ ቁ൰, untuk i genap 
     =	(݊ + 2)− ൬ቀ௡ି௞ାଵ
ଶ
ቁ + ቀ௜ିଵ
ଶ
ቁ൰, untuk i ganjil     
  ݂	(ݒ௜)	  = (݊ + 2) − ൬ቀ௡ି௞ଶ ቁ + ቀ௜ଶቁ൰, untuk i genap 
     =	(݊ + 2)− ൬ቀ௡ା௞
ଶ
ቁ − ቀ
௜ିଷ
ଶ
ቁ൰, untuk i ganjil     
 		ܷ݊ݐݑ݇		݇ + 1	 ≤ 	݅	 ≤ 	݊	 
              ݂	(ݒ௜)	  = (	݊ + 2) – (	௜ି(௞ାଵ)ଶ 	)    , jika k ganjil dan i genap atau 
                  , jika k genap dan i ganjil 
                           =  ௜ି௞
ଶ
   , jika k ganjil dan i ganjil atau 
           , jika k genap dan i genap 
 
Kasus 5. Jika ݊	 ≡ 	2	(݉݋݀	4),݊	 = 	6, graf berkorespondensi dan merupakan 
pelabelan graceful seperti yang ditunjukkan pada gambar berikut.  
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 2. Pelabelan Graceful Graf  ܥ଺ 
Kasus 6. Jika ݊	 ≡ 	2	(݉݋݀	4)	; 	݊			 ≠ 	6 
݂	(ݒ′௞)  = 	0    ܃ܖܜܝܓ	૚ ≤ ࢑ ≤ ࢔ି૛
૛
                  untuk	1 ≤ ݅ ≤ ݇ 
  			݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ା௞)ିଵଶ ቁ − ቀ௜ିଶଶ ቁ൰ , untuk i genap 
     = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ି௞ିଵ
ଶ
ቁ + ቀ௜ିଵ
ଶ
ቁ൰ , untuk i ganjil 
              ݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ା௞)ଶ ቁ − ቀ௜ିଵଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ି௞
ଶ
ቁ + ቀ௜ିଶ
ଶ
ቁ൰ , untuk i genap 
    Untuk	݇ + 1 ≤ 	݅	 ≤ ቀ௡ାସ
ଶ
ቁ + (݇ − 1) 
              ݂	(ݒ௜)	  = ݊ + 2	– (	௜ି(௞ାଵ)ଶ 	)  , jika k ganjil dan i genap atau 
           , jika k genap dan i ganjil 
 =	௜ି௞
ଶ
        , jika k ganjil dan i ganjil atau 
         , jika k genap dan i genap 
               Untuk	݅ = ௡ାସ
ଶ
+ ݇, ݂	(ݒ௜)   = 	 ௜ି௞ାଵଶ  
k genap 
k ganjil 
k ganjil 
k genap 
 		Untuk		 ቀ௡ାସ
ଶ
ቁ + ݇ + 1 ≤ 	݅	 ≤ 	݊	 
              ݂	(ݒ௜)	  = (	݊ + 2) – (	(௜ି௞ିଶ)ଶ 	)    , jika k ganjil dan i ganjil atau 
                  , jika k genap dan i genap 
                           =  ௜ା(௞ିଵ)
ଶ
   , jika k ganjil dan i genap atau 
           , jika k genap dan i ganjil 
  ܃ܖܜܝܓ	 ࢔
૛
≤ ࢑ ≤ ࢔                  untuk	1 ≤ ݅ ≤ ݇ − ௡ିଶ
ଶ
 
  			݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ା௞ାଷ)ଶ − (௜ିଵ)ଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ି௞)ାଵ
ଶ
+ (௜ିଶ)
ଶ
ቁ൰, untuk i genap 
               ݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ି௞ଶ ቁ + ቀ௜ିଵଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = 	 (݊ + 2) − ቆ൬௡ା௞
ଶ
− ቀ
௜ିସ
ଶ
ቁ൰ቇ , untuk i genap 
              Untuk	݅ = ݇ − ௡ିସ
ଶ
, ݂	(ݒ௜)   = 	 (௡ି௞)ା௜ାଵଶ  
              Untuk	 ቀ݇ − ௡ିଶ
ଶ
ቁ + 2 ≤ 	݅	 ≤ 	݇ 
              ݂	(ݒ௜)	  = (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ି௞)ା(௜ିଶ)ଶ ቁ൰, untuk i genap 
     =	(݊ + 2)− ൬ቀ(௡ା௞)ି(௜ିଵ)
ଶ
ቁ൰, untuk i ganjil 
   		Untuk		݇ + 1	 ≤ 	݅	 ≤ 	݊	 
              ݂	(ݒ௜)	  = (	݊ + 2) – (	௜ି(௞ାଵ)ଶ 	)    , jika k ganjil dan i genap atau 
                  , jika k genap dan i ganjil 
                           =  ௜ି௞
ଶ
   , jika k ganjil dan i ganjil atau 
           , jika k genap dan i genap 
Kasus 7. Jika ݊	 ≡ 	3	(݉݋݀	4) 
݂	(ݒ′௞)  = 	0    ܃ܖܜܝܓ	૚ ≤ ࢑ ≤ ࢔ା૚
૛
                  untuk	1 ≤ ݅ ≤ ݇ 
  			݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ି௞ଶ ቁ + ቀ ௜ଶቁ൰ , untuk i genap 
     = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞
ଶ
ቁ − ቀ
௜ିଷ
ଶ
ቁ൰ , untuk i ganjil 
              ݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ି௞ାଵ)ଶ ቁ + ቀ௜ିଵଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞ାଵ
ଶ
ቁ − ቀ
௜ିଶ
ଶ
ቁ൰ , untuk i genap 
    Untuk	݇ + 1 ≤ 	݅	 ≤ ቀ௡ାଵ
ଶ
ቁ + (݇ − 1) 
              ݂	(ݒ௜)	  = ݊ + 2	– (	௜ି(௞ାଵ)ଶ 	)  , jika k ganjil dan i genap atau 
           , jika k genap dan i ganjil 
 =	௜ି௞
ଶ
        , jika k ganjil dan i ganjil atau 
         , jika k genap dan i genap 
 		Untuk		 ቀ௡ାଵ
ଶ
ቁ + ݇ ≤ 	݅	 ≤ 	݊	 
              ݂	(ݒ௜)	  = (	݊ + 2) – (	(௜ି௞)ଶ 	)    , jika k ganjil dan i ganjil atau 
                  , jika k genap dan i genap 
k ganjil 
k genap 
k ganjil 
k genap 
                           =  ௜ି௞ାଵ
ଶ
   , jika k ganjil dan i genap atau 
           , jika k genap dan i ganjil 
  ܃ܖܜܝܓ	 ࢔ା૜
૛
≤ ࢑ ≤ ࢔                  untuk	1 ≤ ݅ ≤ ݇ − ௡ାଵ
ଶ
 
  			݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ(௡ି௞)ଶ + (௜ିଵ)ଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞
ଶ
−
(௜ିସ)
ଶ
ቁ൰, untuk i genap 
               ݂	(ݒ௜)   = 	 (݊ + 2) − ൬ቀ௡ା௞ାଵଶ ቁ − ቀ௜ିଵଶ ቁ൰ , untuk i ganjil 
     = 	 (݊ + 2) − ቆ൬௡ି௞ାଵ
ଶ
+ ቀ௜ିଶ
ଶ
ቁ൰ቇ , untuk i genap 
              Untuk	 ቀ݇ − ௡ାଵ
ଶ
ቁ + 1 ≤ 	݅	 ≤ 	݇ 
              ݂	(ݒ௜)	  = (݊ + 2) − ൬ቀ௡ି௞ା௜ଶ ቁ൰ 
     =	(݊ + 2)− ൬ቀ(௡ା௞)ି(௜ାଷ)
ଶ
ቁ൰ 
   		Untuk		݇ + 1	 ≤ 	݅	 ≤ 	݊	 
              ݂	(ݒ௜)	  = (	݊ + 2) – (	௜ି(௞ାଵ)ଶ 	)    , jika k ganjil dan i genap atau 
                  , jika k dan i ganjil 
                           =  ௜ି௞
ଶ
   , jika k ganjil dan i ganjil atau 
           , jika k genap dan i genap 
Teorema 2.2.2  
Duplikasi dari sebarang sisi pada sikel ܥ௡ dengan ݊ genap merupakan pelabelan 
graceful. 
Bukti [9]: 
Diberikan ݒଵ,ݒଶ, . . . ,ݒ௡ adalah titik-titik dari graf sikel ܥ௡	dimana ݊ adalah genap 
dan graf G adalah graf yang diperoleh dari duplikasi sebarang sisi dari ܥ௡ . Tanpa 
mengurangi keumuman diasumsikan bahwa ݁’	 = 	 ݒ′ଵݒ′ଶ merupakan penambahan 
sisi baru dari hasil duplikat sisi ݁	 = 	 ݒଵݒଶ pada ܥ௡. Pembuktian teorema tersebut 
dibagi menjadi 3 kasus sebagai berikut : 
Kasus 1. Jika ݊	 = 	4	݀ܽ݊	݊ = 8		. Pelabelan untuk korespondesni graf pada 
ܥସ	dan	ܥ଼	menjadi terpisah dan untuk pelabelan graceful ܥସ	 dan ܥ଼	 ditunjukkan 
pada Gambar 3. 
 
 
 
 
 
Gambar 3. Pelabelan Graceful Graf ܥସ		dan	ܥ଼	 
Kasus 2. Jika ݊	 ≡ 	0	(݉݋݀4)	; 	݊		 ≠ 	4,݊	 ≠ 	8  
Pelabelan titik ݂ ∶ 	ܸ	{0, 1, … ,݊ + 3}	 untuk graf sikel ܥ௡ didefinisikan sebagai 
berikut : 
 ݂	(ݒ′ଵ) 	= 	௡ଶ 	+ 	4 
 ݂	(ݒ′ଶ) 	= 	 ௡ଶ	 
k ganjil 
k genap 
Untuk 1	 ≤ 	݅	 ≤ 	௡
ଶ
	+ 	2 
݂	(ݒ௜) 			= 	 (	݊ + 3)	–	(	௜ିଵଶ 	)		  , untuk i ganjil 
       			=	 ௜ିଶ
ଶ
      , untuk i genap 
          		݂	(ݒ௜) 			= 	 ௜ିଵଶ 											                 , untuk ݅	 = 	 ௡	ଶ 	+ 	3 
Untuk  ௡
ଶ
+ 4 ≤ 	݅	 ≤ 	݊ − 1 
݂	(ݒ௜) 			= 	 (	݊ + 3)	–	 ௜ଶ		   , untuk i genap  
    							= 	 ௜ିଵ
ଶ
                           , untuk i ganjil 
 ݂	(ݒ௡) 			= 	௡ଶ 	+ 	2 
Kasus 3. Jika ݊	 ≡ 	2	(݉݋݀4) 
Pelabelan titik ݂ ∶ 	ܸ	{0, 1, … ,݊ + 3	}	 untuk graf sikel ܥ௡  didefinisikan sebagai 
berikut : 
 ݂	(ݒ′ଵ) 	= 	௡ଶ 	− 	1 
 ݂	(ݒ′ଶ) 	= 	௡ଶ	 
           Untuk 1	 ≤ 	݅	 ≤ 	 ௡
ଶ
	+ 	2 
݂	(ݒ௜) 		= 	 (	݊ + 3)	–	(	௜ିଵଶ 	)	 , untuk i ganjil 
     					= 	 ௜ିଶ
ଶ
		                       , untuk i genap 
            Untuk  ௡
ଶ
+ 3 ≤ 	݅	 ≤ 	݊ 
݂	(ݒ௜) 		= 	 (	݊ + 3)	–	 ௜ାଶଶ 		 , untuk i genap  
 										= 	 ௜ିଷ
ଶ
         , untuk i ganjil 
Teorema 2.2.3 
Jointsum dari dua copian pada sikel ܥ௡	merupakan pelabelan graceful. 
Bukti [9]: 
Dinotasikan titik salinan pertama dari ܥ௡  dengan ݒଵ,ݒଶ, . . . , ݒ௡	dan titik salinan 
dua dengan ݒ௡ାଵ, ݒ௡ାଶ, ݒ௡ାଷ	. . . , ݒଶ௡. Gabungan dua salinan dari ܥ௡ dengan sisi 
baru akan menjadi graf yang resultan. Tanpa mengurangi keumuman, 
diasumsikan sisi baru dengan ݒ௡ݒ௡ାଵ, jadi  
ݒଵ,ݒଶ, . . . , ݒ௡	;	ݒ௡ାଵ, ݒ௡ାଶ,ݒ௡ାଷ	. . . ,ݒଶ௡	akan membentuk spanning path di G. 
Pembuktian teorema tersebut dibagi menjadi 4 kasus sebagai berikut : 
Kasus 1. Jika ݊	 ≡ 	0	(݉݋݀4) 
Pelabelan titik ݂ ∶ 	ܸ	{0, 1, … , 2݊ + 1}	 untuk graf sikel ܥ௡ didefinisikan 
sebagai berikut : 
 ܷ݊ݐݑ݇	݅	 ≤ 	௡
ଶ
	– 	1 
	݂	(ݒ௜) 	= 	 ௡ା௜ାଵଶ 										    , untuk i ganjil 
														= 	 ଷ
ଶ
݊ − (	௜
ଶ
− 1), untuk i genap 
 ܷ݊ݐݑ݇ ௡	
ଶ
≤ 	݅	 ≤ 	݊ − 1 
	݂	(ݒ௜) 	= 	 ଷଶ݊ − ௜ଶ									, untuk i genap 
        						= 	 ௡ା௜ାଵ
ଶ
					       , untuk i ganjil 
 	ܷ݊ݐݑ݇	݅	 = 	݊	; 		݂	(ݒ௜) 	= 	0 
  ܷ݊ݐݑ݇	݊	 + 	1	 ≤ 	݅	 ≤ 	 ଷ
ଶ
݊ 
 		݂	(ݒ௜) 	= 	 (	2݊	 + 	1	)	–	(௜ି௡ିଵଶ ) , untuk i ganjil 
                      				= 	 ௜ି௡
ଶ		
                              , untuk i genap 
   ܷ݊ݐݑ݇	 ଷ௡ାଶ
ଶ
	≤ 	݅	 ≤ 	2݊ 
 		݂	(ݒ௜) 	= 	 (	2݊	 + 	1	)	–	(௜ି௡ାଵଶ ) , untuk i ganjil 
       								= 	 ௜ି௡
ଶ
										                       , untuk i genap 
Kasus 2. Jika ݊	 ≡ 	1	(݉݋݀	4) 
Pelabelan titik ݂ ∶ 	ܸ	{0, 1, … , 2݊ + 1}	 untuk graf sikel ܥ௡ didefinisikan 
sebagai berikut : 
  ݂	(ݒଵ) 	= 	0 
ܷ݊ݐݑ݇ 2	 ≤ 	݅	 ≤	 ௡ିଵ
ଶ
 
	݂	(ݒ௜) 	= 	݊	 + 	 ௜ାଵଶ 								       , untuk i ganjil 
    						= 	 (	݊	 + 	1) 	−	 ௜
ଶ
		   , untuk i genap 
             Untuk  ௡ାଵ
ଶ
	≤ 	݅	 ≤ 	݊ − 1 
             ݂	(ݒ௜) 	= 	 (݊ + 	1) 	+ 	 ௜ାଵଶ 			, untuk i ganjil 
														= 	݊	 + 	 ௜ାଶ
ଶ
				           , untuk i genap 
 Untuk ݊	 ≤ 	݅	 ≤ 	2݊ 
	݂	(ݒ௜) 	= 	 (2݊ + 	1)	–	 ௜ି௡ଶ  , untuk i ganjil 
														= 	 (௜ାଵି௡
ଶ
)						          , untuk i genap 
Kasus 3. Jika	݊	 ≡ 	2	(݉݋݀4) 
Pelabelan titik ݂ ∶ 	ܸ	{0, 1, … , 2݊ + 1}	 untuk graf sikel ܥ௡ didefinisikan 
sebagai berikut : 
 ܷ݊ݐݑ݇	1 ≤ 	݅	 ≤ 	݊	– 	2 
	݂	(ݒ௜) 				= 	 ௜ଶ							                   , untuk i genap 
            			= 	 (2݊ + 	1)	–	 ௜ିଵ
ଶ
			, untuk i ganjil 
 ݂	(ݒ௡ିଵ) = ݂	(ݒ௡ିଷ)	– 	݂	(ݒ௡ିଶ)	– 	1 
 ݂	(ݒ௡) 				= 	0 
Untuk ݊	+ 	1	 ≤ 	݅	 ≤ 	 ଷ௡
ଶ
− 1 
													݂	(ݒ௜) 			= 	 ௜ିଵଶ                        , untuk i ganjil 
															= 	 (2݊ + 	1)	–	 ௜ିସ
ଶ
			, untuk i genap 
݂	(ݒ௜) 			= 	 ௜ାଵଶ 	, untuk ݅	 = 	 ଷ௡ଶ  
Untuk ଷ௡
ଶ
+ 	1	 ≤ ݅	 ≤ 	 ଷ௡
ଶ
+ 2 
݂	(ݒ௜) 			= 	 ௜ାଶଶ 							                 , untuk i genap  
															= 	 (2݊ + 	1)	–	 ௜ିହ
ଶ
   , untuk i ganjil 
Untuk ଷ௡
ଶ
+ 	3	 ≤ ݅	 ≤ 2݊ 
݂	(ݒ௜) 	= 	 (2݊ + 	1)	–	 ௜ିହଶ    , untuk i ganjil 
  = 	 ௜ାସ
ଶ
								                , untuk i genap 
Kasus 4. Jika ݊	 ≡ 	3	(݉݋݀	4) 
Pelabelan titik ݂ ∶ 	ܸ	{0, 1, … , 2݊ + 1}	 untuk graf sikel ܥ௡ didefinisikan 
sebagai berikut : 
 Untuk 1 ≤ 	݅	 ≤ 	 ௡ିଵ
ଶ
 
	݂	(ݒ௜) 	= 	 ଷ(௡ାଵ)ଶ −	 ௜ାଵଶ 	, untuk i ganjil 
  														= 	௡ା௜ାଵ
ଶ
            , untuk i genap 
 ܷ݊ݐݑ݇	(݊ + 1)/2	 ≤ 	݅	 ≤ 	݊ − 2	 
	݂	(ݒ௜) 			= 	 ଷ(௡ାଵ)ଶ −	 ௜ାଶଶ 			   , untuk i genap 
           = 	 ௡ା௜ାଶ
ଶ
				              , untuk i ganjil 
 ݂	(ݒ௡ିଵ)	  = 	0 
 ܷ݊ݐݑ݇	݊	 ≤ 	݅	 ≤ 	2݊ 
	݂	(ݒ݅			 = 	 (2݊+ 	1)	–	 ௜ି௡
ଶ
       , untuk i ganjil 
                          = 	 ௜ାଵି௡
ଶ
					                  , untuk i genap 
 
 
III. KESIMPULAN 
Dari pembahasan yang telah diuraikan pada bab sebelumnya dapat disimpulkan 
bahwa graf hasil duplikasi sebarang titik dari graf sikel ܥ௡  merupakan graf 
graceful, graf hasil duplikasi sebarang sisi pada graf sikel ܥ௡ dengan ݊ genap 
merupakan graf graceful, graf hasil dua copian dari graf sikel ܥ௡	 yang disebut 
sebagai ܬ݋݅݊ݐݏݑ݉	merupakan graf graceful. 
. 
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